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INTRODUCERE

Dragi elevi,

Ecuatiile sunt un subiect fundamental al
matematicii, int&lnit in mod frecvent in programa
clasei a X-a si cu o prezenta garantatd la
examenul de Bacalaureat, in cadrul Subiectului I.

Desi multi le considerd complicate, datoritd
tehnicilor si formulelor multiple implicate, acest
material a fost conceput pentru a le face
accesibile si usor de inteles.

in acest ebook, ecuatiile sunt structurate pe
categorii clare, fiecare tip fiind insotit de tehnici
specifice de rezolvare, explicatii detaliate si
exemple practice.

Scopul acestei aborddri este sa va ajute sa
intelegeti logic metodele si sd aplicati
cunostintele in mod eficient, fard eforturi inutile.

Fie cd este vorba despre ecuatii liniare,
cuadratice sau despre cele mai complexe
combinatii, acest ghid vd oferd o manierd clara si
intuitiva de invatare, astfel incat sa abordati
subiectele cu incredere si s obtineti rezultate
excelente.

Folositi acest material ca pe un instrument de
pregdtire esential pentru Bacalaureat,
economisind timp si invdtédnd intr-un mod
structurat si eficient.

Succes in pregdtire!

Prof. Gabriel Brehuescu

www.i-scoala.ro



MATERIAL AUXILIAR PENTRU PREGATIREA
EXAMENULUI DE BACALAUREAT

Gabriel BREHUESCU*

Subiectul ecuatiilor prezentate in acest material este intalnit pe parcursul clasei a X-a si
are o probabilitate de 100% de a fi Intalnit la examenul de bacalaureat In cadrul Subiectului I.
Considerat de multi elevi a fi un subiect greoi, imbinand foarte multe tehnici si formule, maniera
in care va fi prezentat in materialul de fata va ajuta la o intelegere rapida a acestuia. Asa cum
se va putea observa din cuprinsul de mai jos, ecuatiile au fost impartite pe mai multe tipuri,
evidentiind tehnicile de lucru specifice fiecarui tip in parte. Aceasta structurare va implica
asimilarea optima a metodelor expuse.
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1 Tipuri de ecuatii

1.1 Ecuatii cu radicali

In aceasta subsectiune, vom prezenta un set de probleme, incercand sa acoperim un spectru
cat mai larg de tipuri de ecuatii cu radicali.

PROBLEMA 1.1.1 (BACALAUREAT IULIE 2013, STIINTE ALE NATURII). Rezolvati in
multimea numerelor reale ecuatia

Vz+l=xz+1
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1 TIPURI DE ECUATII 1.1 FEcuatic cu radicali

SOLUTIE. Intrucit x> +1 > 0, rezultd cd radicalul din membrul stang al ecuatiei este bine definit.
De asemenea, cum membrul stang al ecuatiei este strict pozitiv, vom impune ca x +1 > 0, sau
altfel x € (—1,00). Prin ridicare la pdtrat, se obtine

2
( x2+1) =(@+1) P er+l=0"+20+1

ecuatie care are solutia x = 0. Observam ca aceasta valoare verifica atat conditiile de existenta,
cat si ecuatia.

PROBLEMA 1.1.2 (VARIANTE BACALAUREAT 2008). Sa se rezolve ecuatia irationald

Vvi+l=5—=z

SOLUTIE. Pentru inceput, vom impune conditiile de existenta pentru ecuatia data. Pentru
existenta radicalului din membrul stang este nevoie sa tmpunem ca x + 1 > 0. De asemenea,
tinand cont ca membrul stang este pozitiv, este nevoie sa impunem 5 —x = 0. Ca urmare,
domeniul de existentd al ecuatiei este D = [—1,5|. Prin ridicare la patrat a ambilor membri ai
ecuatiei initiale, obtinem

r+l=06-2ler+1=25-10c+2* 1> -1l +24=0%< (z—3)(z —8) =0

ecuatie care are solutiile x1 = 3 si xo = 8. Dintre acestea, doar x1 = 3 apartine domeniului de
existenta, problema fiind astfel rezolvata.

PROBLEMA 1.1.3 (BACALAUREAT AUGUST 2020, MATEMATICA-INFORMATICA). Rezol-
vati tn multimea numerelor reale ecuatia

r = v+ 2

SOLUTIE. Intrucdt radicalii de ordin impar sunt bine definiti pe intreaga axd reald, rezultd cd
ecuatia data nu prezinta restrictii. Ridicand la puterea a treia ambii membri ai ecuatiei, obtinem

23 =23+ 22

ecuatie care are solutia x = 0, problema fiind astfel rezolvata.

PROBLEMA 1.1.4 (BACALAUREAT AUGUST 2020, STIINTE ALE NATURII). Rezolvati in
multimea numerelor reale ecuatia

V2 —-9=zx-1



1 TIPURI DE ECUATII 1.2 FEcuatit exponentiale

SOLUTIE. Impundnd conditia de existentd a radicalului din membrul stang, avem x> —9 > 0.
De asemenea, trebuie sa impunem x — 1 > 0, intrucat membrul stang este pozitiv. Ca urmare,
domeniul de existentd al ecuatiei este D = [3,00). Prin ridicare la patrat a ambilor membri ai
ecuatier date, obtinem

?-9=@z-1 e’ -9=2-2r+1<-9=-2r+1

ecuatie care are solutia x = 5, aceasta apartinand domeniului de existenta determinat initial,
iar problema este astfel rezolvata.

PROBLEMA 1.1.5 (VARIANTE BACALAUREAT 2008). Sa se rezolve in R ecuatia

Vz+8—+z=2

SOLUTIE. Impunand conditiile de existenta pentru radicalic implicati in ecuatia data, obtinem
domeniul D = [0,00). Ecuatia initiald este echivalentd cu

VI + :\/E+2:>(\/x+8)2:(\/E+2)2<:>x+8::c+4\/5+4<:>\/E:u:m::l

solutie care apartine domeniului de existentd determinat initial, problema fiind astfel rezolvata.

1.2 Ecuatii exponentiale

In aceastd subsectiune vom pune in evidentd rezolvarea mai multor tipuri de ecuatii
exponentiale.
1.2.1 Ecuatii de forma o/®) = p9(*)

Pentru inceput, ne vom indrepta atentia asupra ecuatiilor de forma

af @ — pe@)

unde a,b > 0si f,g: R — R, des intalnite la examenul de bacalaureat.

De cele mai multe ori, la examenul de bacalaureat, b este o putere rationala a lui a, sau,

cu alte cuvinte, exista ¢ € Q astfel incat b = a?, asa cum vom vedea In urmatoarele exemple
propuse.

I PROBLEMA 1.2.1. (BACALAUREAT 1999) S se rezolve ecuatia 22°~% = 4*° =321

SOLUTIE. Fcuatia data este echivalenta cu

92r—3 _ (22)x2—3:c—1 o 9273 _ 92(2?=32-1) oy 920-3 _ 920 —6z—2



1 TIPURI DE ECUATII 1.2 FEcuatit exponentiale

de unde rezulta
2 — 3 =22% — 62 —2

ecuatie echivalenta cu
202 -8 +1=0

Am obtinut astfel o ecuatie de gradul al II-lea avand coeficientii a = 2, b = —8, respectiv
¢ = 1. Discriminantul acesteia este A = b* — 4ac = (—8)* —4-2-1 =56, iar solutiile acestei

ecuatii sunt date de
—b+ VA 84214 4+V14
2¢ 4 2

T12 =

problema fiind astfel rezolvata.

PROBLEMA 1.2.2 (VARIANTE BACALAUREAT 2008). Sa se rezolve ecuatia

2.3% 4 32+t — 33

SOLUTIE. Ecuatia data este echivalentd cu
2.3 +3%.3"=332-3"49-3"=33&11-3" =333 =3r=1

iar ecuatia este rezolvatd.

PROBLEMA 1.2.3 (BACALAUREAT IULIE 2023, MATEMATICA-INFORMATICA). Rezolvati
tn multimea numerelor reale ecuatia

32x71 — 9 . 3:p+1

SOLUTIE. Fcuatia data este echivalentd cu
32m—1 — 32 . 3(E+I = 3237—1 — 32—1—1’—!—1 o 321—1 — 3:E+3
de unde, prin egalarea exponentilor, rezulta
2r —1=x+3

ecuatie care are solutia x = 4, problema fiind astfel rezolvata.

PROBLEMA 1.2.4 (BACALAUREAT AUGUST 2012, MATEMATICA-INFORMATICA). Rezol-
vati tn multimea numerelor reale ecuatia

3% + 37t =4



1 TIPURI DE ECUATII 1.2 FEcuatit exponentiale

SOLUTIE. FEcuatia data este echivalenta cu
3+3"3=44-3"=43"=1

de unde rezulta x = 0, problema fiind astfel rezolvata.

PROBLEMA 1.2.5 (BACALAUREAT AUGUST 2013, MATEMATICA-INFORMATICA). Rezol-
vati tn multimea numerelor reale ecuatia

3:):+2 — 91733

SOLUTIE. Fcuatia data este echivalenta cu
3x+2 — (32)1756 o 333+2 — 32(171) o 333+2 — 327293
de unde, prin egalarea exponentilor, rezulta
r+2=2-2x

ecuatie care are solutia x = 0, iar problema este astfel rezolvata.

PROBLEMA 1.2.6 (BACALAUREAT IULIE 2017, STIINTE ALE NATURII). Rezolvati in
multimea numerelor reale ecuatia

92+l _ 1
SOLUTIE. FEcuatia data este echivalenta cu
92+l _ 9-3
de unde, prin egalarea exponentilor, rezulta
20 +1=-3
ecuatie care are solufia x = —2, problema fiind astfel rezolvata.

1.2.2 Ecuatii de forma aa*® + Ba/@® 44 =0

In continuare, vom prezenta strategia de rezolvare a ecuatiilor de forma
aa®® 4 Bal@ 4y =0

unde o, B,y € R, a>0si f: R —R.



1 TIPURI DE ECUATII 1.2 FEcuatit exponentiale

PROBLEMA 1.2.7 (BACALAUREAT IULIE 2019, MATEMATICA-INFORMATICA). Rezolvati
. multimea numerelor reale ecuatia

2019* +20197" =2

SOLUTIE. Fcuatia data este echivalentd cu

1
2019" + 5010s — 2 (2019%)% + 1 = 2-2019" < (2019%)* —2-2019° + 1 =0 <

& (2019° —1)2 =04 2019" -1 =0

ecuatie care are solutia x = 0.

PROBLEMA 1.2.8 (VARIANTE BACALAUREAT 2008). Sa se rezolve ecuatia exponentiald

3%+l _10-3*t1 427 =0

SOLUTIE. FEcuatia data este echivalenta cu
3%.3-10-3"-3+27T=0<3-(3")2-30-3"+27T=0«< (3°)?-10-3"+9=0
Efectuand notatia 3* = vy, ecuatia anterioard devine
V¥ —10y+9=0<(y—9(y—1)=0

ca urmare, solutiile acesteia sunt y; = 1, respectiv yo» = 9. Revenind la substitutia 3° = vy,
obtinem ca solutiile ecuatier initiale sunt solutiile ecuatiilor 3* =1 i 3° = 9, adica x1 =0 st
xo = 2, problema fiind astfel rezolvata.

PROBLEMA 1.2.9 (VARIANTE BACALAUREAT 2009). Sa se rezolve ecuatia

3m+1 + 31711: — 10

SOLUTIE. Fcuatia data este echivalenta cu
3“””-3+3-31£:10@3-(3’“”)2—1—3:10-3x<:>3-(3’3)2—10~3””+320
Prin intermediul substitutiei 3* = vy, ecuatia anterioara devine
3P —10y+3=0& By —1)(y—3)=0

deci solutiile acesteia sunt y; = % st yo = 3. Revenind la notatia anterioara, obtinem ca solutiile
ecuatiet initiale sunt 1 = —1, respectiv xo = 1, iar problema este astfel rezolvata.
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1 TIPURI DE ECUATII 1.2 FEcuatit exponentiale

PROBLEMA 1.2.10. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia

ge—V#*=5 _ 36.3%-1-Vei-5 4 97 —

SOLUTIE. Pentru inceput, vom impune conditia de existentd a radicalului, si anume x*> —5 > 0.
Ecuatia data este echivalenta cu

1
(3%)7=V**=5 _ 36 5 3e=VeRsh 4 97 = )

ecuatie care, in virtutea substitutiei y = 3*~V* 7 este echivalentd cu urmdtoarea ecuatie de
gradul al II-lea
v —12y+27=0& (y—3)(y—9) =0

care are solutiile y; = 3 si respectiv yo = 9. Vom rezolva mai intai ecuatia

3$—\/ z2-5 =3

Din aceasta, prin egalarea exponentilor, se obtine
2
r—Va2-5=1eVi?-5=r—-1= <\/x2—5) =@-1)7s

sl—b=—-2r+1 -5=—-2x+1

ecuatie care are solutia x = 3, solulie care, dupd cum observam, satisface conditia de existenta
impusd initial (3> —5 =4 > 0). In continuare, intr-un mod cu totul similar, vom rezolva ecuatia

3%—\/%2—5 — 9 = 3%—\/:22—5 — 32

Egaland exponentii, obtinem
r—Vi2-5=2&Vi2-5=0r-2= (\/:1:2—5)2:($—2)2<:>

s —b=—4dr+4e —5=—dr+4
9
4’

urmare, multimea solutiilor ecuatiei date este S = {3, %}

ecuatie care are solutia r = solutie care satisface conditia de existentd a radicalului. Ca



1 TIPURI DE ECUATII 1.3 FEcuatii logaritmice

1.3 Ecuatii logaritmice
1.3.1 Ecuatii de forma log,(f(z)) =b
Pentru inceput, vom prezenta un set de ecuatii logaritmice de forma

log, (f(x)) = b
unde a € (0,00) \ {1}, b€ Rsi f: D — (0,00).

PROBLEMA 1.3.1 (VARIANTE BACALAUREAT 2007). Sd se rezolve ecuatia logaritmicd

logy(2? — 2 —2) =2

SOLUTIE. Pentru inceput, vom impune conditia de existentd a logaritmului, 2®> — x — 2 > 0,
echivalentd cu v € (—oo,—1) U (2,00). In virtutea definitiei logaritmului, ecuatia initiald
determina

P-r-2=22"-2-6=0& (r—-3)(x+2)=0

ecuatie care are solutiile x1 = —2 si x9 = 3. Observam ca ambele valori apartin domeniului de
existenta al ecuaties.

PROBLEMA 1.3.2 (BACALAUREAT IULIE 2014, STIINTE ALE NATURII). Rezolvati in
multimea numerelor reale ecuatia

log, (7 — 27) = 3

SOLUTIE. Pentru inceput, vom impune conditia de existentd pentru logaritm, si anume x> —2x >
0. Ca urmare, domeniul de existentd al ecuatiei este D = (—00,0)U(2,00). In virtutea definitiei
logaritmulut, ecuatia initiala determina

2= -21-8=0&(z—-4)(z+2)=0

ecuatie care are solutiile x1 =4 si xo = —2 st observam ca ambele valori apartin domeniului de
existenta al ecuatiei, problema fiind astfel rezolvata.

PROBLEMA 1.3.3. Sd se rezolve ecuatia

log, x + logy(z —2) =3

SOLUTIE. Pentru inceput, vom impune conditiile de existenta pentru logaritmii implicatr in
ecuatia data. Primul logaritm este corect definit daca x > 0, iar cel de-al doilea exista daca

8



1 TIPURI DE ECUATII 1.3 FEcuatii logaritmice

r —2 > 0. Ca urmare, domeniul de existentd al ecuatiei este D = (2,00). Tindnd cont de
proprietatile logaritmilor, ecuatia data este echivalentd cu

log,(z(z — 2)) = 3 < logy(2® — 27) = 3

Asa cum am vazut in problema precedenta, solutiile celei din urma ecuatii sunt x1 = 4 i xo = —2.
Deosebirea fata de problema precedenta este reprezentata de domeniul de existentd, observand ca
dintre aceste doud solutii, doar xr = 4 apartine domeniului de existenta. Problema este astfel
demonstrata.

1.3.2 Ecuatii de forma log,(f(z)) = log,(g(x))

In continuare, vom prezenta cateva ecuatii de forma

log, (f(x)) = log,(g(x))
unde a € (0,00) \ {1}, f: D(f) — (0,00) si g : D(g9) — (0, 00).

PROBLEMA 1.3.4 (VARIANTE BACALAUREAT 2007). Sa se rezolve ecuatia logaritmica

log, (32 + 5) = logy(x + 7)

SOLUTIE. Pentru inceput, vom impune conditiile de existentd pentru cei doi logaritmi implicati
in ecuatia datd. Intrucdt 3z% +5 > 0, pentru orice x € R, rezultd cd logaritmul din membrul
stang este corect definit pe intreaga axd reald. Pentru existenta logaritmului din membrul drept
trebuie sa impunem x + 7 > 0. Ca urmare, domeniul de existen{d al ecuatiei este D = (=7, 00).
In virtutea injectivitatii functiei logaritmice, ecuatia initiald determind
3232 +5=24+7e32"—0-2=0< (r—1)3x+2)=0

ecuatie care are solutitle x1 = 1 si x9 = %2,
initial, tar problema este astfel rezolvata.

ambele apartinand domeniului de existenta determinat

PROBLEMA 1.3.5 (BACALAUREAT IULIE 2021, MATEMATICA-INFORMATICA). Rezolvati
tn multimea numerelor reale ecuatia

log, (2 + 1) = log, x + log,(z + 1)

SOLUTIE. Pentru inceput, vom impune conditiile de existenta ale logaritmilor implicati in ecuatia
datd. Cum 2?4+ 1 > 0, pentru orice x € R, rezultd cd log,(z* + 1) este corect definit pe intreaga
axa reala. Pentru corecta definire a logaritmului log, x, impunem x > 0, iar pentru existenta
logaritmului log,(x + 1), impunem x + 1 > 0. Ca urmare, domeniul de existentd al ecuatiei este
D = (0,00). In virtutea proprietdtilor logaritmilor, ecuatia initiald este echivalentd cu

log, (+? + 1) = log,(a(x + 1))

9



1 TIPURI DE ECUATII 1.3 FEcuatii logaritmice

Tinand cont de injectivitatea functiei logaritmice, relatia anterioara determina
Prl=s@x+)erl+l=r+rer=1

iar aceasta solutie apartine domeniului de existenta, problema fiind astfel demonstrata.

PROBLEMA 1.3.6 (BACALAUREAT IULIE 2018, MATEMATICA-INFORMATICA). Rezolvati
in multimea numerelor reale ecuatia

lg x 1

lg(x +2) 2

SOLUTIE. Vom impune conditiile de existenta ale ecuatiei. Pentru existenta celor doi logaritmi
vom impune x > 0 si x + 2 > 0, iar pentru existenta fractiei trebuie sa impunem ca numitorul
acesteia sa fie nenul, adica lg(x + 2) # 0. Ca urmare, domeniul de existenta este D = (0, 00).
Ecuatia data este echivalenta cu

2lgz = lg(z + 2) & lg(z?) = lg(x + 2)
In virtutea injectivitatii functiei logaritmice, rezultd
P=r4+2&1"-1-2=0& (r—-2)(x+1)=0

care are solutiile x1 = 2 si xo = —1. Dintre acestea, doar x1 = 2 apartine domeniului de
existenta a ecuatiei, iar problema este astfel rezolvata.

10
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